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数値シミュレーションの紹介

数値解析技術研究会

1.はじめに

最近のコンビュータの高速化とアルゴリズムの急

激な発達に伴って、複雑な流れの現象が計算される

ようになってきている。

物理現象はたいていの場合には、その現象を支配

する方程式の系が構成されているが、それらの方程

式をある特定な条件の下で、厳密解の形で解き明か

すことは一般には困難である。特別な場合を除いて、

不可能と いっても過言ではない。 したがって、数値

i咋は流れなどの複雑な物理現象を把握するのに有

効な手段であると考えられる。

今回は、 Euler式記述法による流れの連続式や運

動方程式を誘祁し、誘母した方程式をもとに 1次元

河床変動計符における基礎式を禅く 。

また、常流 ・射流を含んだ遷移断而 （不連続面）

をもつ流れの解析に使われるMacCormack法につい

て簡単に記述し、 MacCormack法を用いた計算の一

例について紹介する。

2 支配方程式の誘導

まず、方程式の誘祁をする前に、用語の定義の確

認をしておく 。

「システム」とは、ある時刻に流れ場内のある空間

領域を占めている流体塊のことで、時間とともにそ

の位骰 ・形状を変えていくもの。システムの境界面

を(SS)とする。

「コン トロールサーフ ェイス」(CS)とは、流れ場内

で任意に固定された閉曲面。

「コントロールボリューム」(CV)とは、コントロー

ルサーフェイスで囲まれた固定領域。

流体運動の見方には 2つの方法がある。一つは、

時問の経過とともに流体中を移動するシステムに注

目する方法 (Lagrange式）であり、もう 一方は、

空間に固定したコントロールポリュームに注目して

流体の挙動を観察する方法 (Euler式）である。
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流れの数値解析を行う場合、 座標系を固定した

Euler式記述法の方が便利であるが、質誠保存則や

運動屈保存則の概念はシステムに関するLagrange

式記述法の方が理解しやすい。そこで、ここでは、

よく知られているLagrange式記述法の連続式や迎

動方程式をEuler式記述法に変換する。

(1)質誠保存則 （連続式）

「ある時刻に流れの場にある空間領域を占めていた

流体塊 （システム）は、時間とともにその位骰 ・形

状を変えていくが、システム自身は同じ実質部分よ

り構成されているから、その質祉は時間的に変化し

ない。 したがって、システムに対しては、質撒保存

則が成立する。」

これが、システムに注目したLagrange的な質量

保存則の見方である。

【質屈保存則）（Lagrang,e式記述法）

|システムの質批の時間的増加率＝ 0| 

つぎに、図ー 1を参照しながら、 Lagrange式記述

法をEuler式記述法に変換する。

屈ー1(a)のように (CS)で囲まれた固定空間領域

(CV)を考える。時刻 tにおいて、この領域に存在

していたシステムが微少時間＆後に図ー 1(b)のよ

うに移動したとする。時刻［におけるシステム内お

,in)cv 

(a) r=r (b) 1=1+01 

システムの境界面

ss 

図ー1 コントロールポリューム内のシステムの移動



よび (CV)内の質屈をそれぞれntcs.,、mCI’.Iとすると、

時刻 1では、

191es, 1 = InCI『.,••• ••» • •• •• •»•O• •••••>• ••»••• • >•••>•• >••••• »••• O••>O••式 ( 1 )

時刻[+8tでは

991 cs,（＋& =m¢,（＋＆ + 8(mmlふー8(mi9, )CV ………•式 (2 )

ここに、 8(m.ouf)“‘8(min)CVは81時間内に(CV)から

出ていく質批および入ってくる質批を表している。

Lagrange式記述法の質枇保存則を式(3)に示す。

Dmsy 
=O・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ 

Dt 
式 (3)

式(3)を上記の関係を用いてEuler式記述法に変換

する。

式(3)は、システムに関する記述法であり、式(4)

のように表される。

lim叫 y.（十&-mが

＆→O ,.!_=O······ · ·············· · ·· ···· · ·· ·····•式 ( 4 )
Bt 

さらに、式(4)は、式(1)・(2)の関係式を用いて、 (CV)

に関する表記法である式(5)のように変換できる。

lim 111cv,r+/Jt-m叩 Jim8(111_。U,）CV-8(min)CV
＆ー0 8t 十←0 8t =0 

・・・・・・ . .•式 ( 5 ) 

式(5)の右辺第 1項は (CV)内の質祉の時間的増

加率であり、

lirn mcv.1+&-mcv.1 _ omcv _ o 
＆ー0 8t ＝下＝乱，pdv…………•式 ( 6 )

と表される。p:流体の密度

また、式 (5)の左辺第・ 2項は単位時間あたり

(CV)から流出する全ての質絋を表す。

つぎに(CV)の表面、すなわち(CS)における流速

Vを用いて式(5)の左辺第 2項を曹き直す。

II: (CS)の法線ペクトル

OtV ・ II 

(CS) 

v: (cs)上での流速

図一2 6t問にdSを通過する流量

nを(CS)の表面に立てた外向きの法線ベクトルとす

る。

図ー 2のように、 (CS)上の微少な面和dSについて

考える。dS上での流速をVとすると、 dSを＆間に通

過する流体の体積は

81V・几dS・．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．・•式 ( 7 )

dSを単位時間に通過する流体の質飛は

pV·t1dS·· · ······ · ·············· · ················--·--··--·----------·•式 ( 8 )

となる。これを (CS)全体で面積分すると単位時間

あたりに(CS)から流出する全ての質罷となる。 し

たがって、式(5)の左辺第 2項は式(9)のように柑

き換えることができる。

lim 8(m“‘,)“―8(』IIi11)cv 
＆→0 8I = l pV• II dS・・・・疇●●●●● •••••式( 9 ) 

“ 
したがって、質巌保存則のEuler式記述法 ［式 (3)】

は式(5)(6)(9)より、式(10)のように表される。

判pdV+LpV·ndS=O…••…… ·……·…………..式 (10)al l•v cs 

以上のようにして、システムに注目したLagrange式

記述法の連続式をCVに注目したEuler式記述法の連

続式に変換できる。

(2)運動批保存則 （運動方程式）

「システムに対する運動巌保存則は、ニュートンの第

2法則より、システムのもつ運動飛の時間的増加率

は、システムに作用する全ての力の和に等しい。」

これが、システムに注目したLagrange的な運動

砒保存則の見方である。

［運動泣保存則］（Lagrange式記述法）

システムのもつ運動 1システムに作用する
飛の時問的増加率 ＝全ての力の和

システムのもつ運動龍をPとすると

システムに作用する全ての力をFとすると、運動方

程式は、

DP 

Dt 

となる。

=F ・・・・・・．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．..式(11)
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つぎに、偲ー3を参照しながら、式 (11)のx方向

の運動方程式をLagrange式記述法からEuler式記述

法に変換する。

運動址のx方向成分をPXとする。

時刻 tのそのシステム 内における値を (PJ,)',Iヽ

(CV)における値を(P.，)CV」とする。

時刻 1では、

(Pxぶ．，＝（Px)cv,t .... ... ................... ..... ......, ...... ...•式 (12)

時刻[+8tでは

(Px)，y.1+s,=(Pふ．（＋＆十ol(Px)。＇‘,lcv-8l (Px)i，上•式 (13)

となる。

ここに、 0l(Px)。u(Iev、81(P.，）in1evは＆時間内に (CV)

から出てい<x方向の運動最および入ってくる x方

向の運動罷を表している。

Lagrange式記述法の x方向の運動方程式を式 (14)

に示す。

D(Pふ .......................................................式(14)
Dt 

=F.., 

Fx：システムに作用するx方向の力の総和

式 (14)を上記の関係を用いてEuler式記述法に変換

する。

式 (14)の左辺は、システムに関する記述法であり、

式 (15)のように表される。

D(PJsy lUn (P) （P) x sy. 1十＆― ．~.......... .
Dt ＆ー0

．．．．．．．．． 

8t 
式 (15)

さらに、式(15)は、式(12)・(l3)の関係式を用いて、

(CV)に関する表記法である式 (16)のように変換で

きる。

o l(P,)。"!ICl' 

システムの境界面

:P,)inlcv 
ss 

(a) ＝ヽ 1 (b) I= I+ 0 I 

図ー3 コントロールポリューム内のシステムの移動
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lllil (Pふ，ヽ棧―(Pふ．I

＆ーo ot 

＝髯 (P.I)CI9,1+&―(Pふ．I＋ Lin1 81(P.t)。u／し、，ー81(P訪，，ICI『

81 &0 祝
........•式 (16)

式 (16)の右辺第 1項は(CV)内の運動誠の時間的増

加率であり、

Jim (Pふ．,+i;,-(Pふ，.,_ o(Pふ a＆→。 ＝ ＝-[ pudV 8t at aI CI9 
…..••••式 (17)

u:x方向の流速 ((CV)内のVのx方向成分）

と表される。

また、式 (16)の右辺第 2項は単位時間あたり

(CV)から流出する全ての運動誠を表す。

(CV)の表面、すなわち (CS)における流速Vを用

いて式 (16)の左辺第 2項を書き直す。

屈ー2より、 (CS)上の微小面積dSを単位時間あた

りに通過する質抵は式(8)に示すとおり、

pV・11dSであるので、(CS)上の微小而積dSを単位時

間あたりに通過する x方向の運動誠は

u pV・11dS・．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．..式 (18)

と考えることができる。

これを (CS)全体で面梢分すると単位時間あたりに

(CS)から流出する全てのx方向の運動撮となる。

したがって、式(16)の右辺第 2項は式(19)のように

杓き換えることができる。

lim ol(Px)。mlcv-Dl(Px)infc,, ＆→i~=fc,upV· ndS …• ••式 (19)
CS 

したがって、質誠保存則のEuler式記述法 ［式 (14)】

は式(20)のように表される。

打pudV+ L,pu V・11 dS=Fx…・ • ………•…•…••式 (20)otJcv,...... -・ ・ Jes 

以上のようにして、システムに注目したLagrange

式記述法の運動方程式をCVに注目したEuler式記述

法の運動方程式に変換できる。

3. 1次元河床変動計算における基礎式の誘導

以上で求めた、Euler式記述法の連続式［式(10))

・運動方程式 ［式(20)］を利用して、 1次元河床変

動計尊を実施するための基礎式を迎き出す。

回ー4のように、支川のある直線水路を考える。

また、太線に囲まれた領域を (CV)に設定する。
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w'：支川の支川下流方向の流速、Q:本）II流砿、

0 :本川と支川とのなす角 （上流側の角度）、

(1)連続式

まず最初に、式(10)の連続式について考える。

a 
f L pdV+LpV·11 dS=O•"'"""'"""'""" "'""' 
at ev 

式(10)
CS 

式(10)の左辺第 1項は(CV)内の全牧罷の時間的

増加率を表すものであるので、図ー4より、

a 
ー (pAdx)・・・・．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．・•式 (21)
ar - ) 

(CVの体積）

A ：通水断面 (=Bh),h: (CV)での水深

と書くことができる。

また、式(10)の左辺第 2項は(CS)から単位時間

あたりに流出する全質拡であるので、図ー4の(CS)

から流出する質量を求める。

図ー4のように(CS)を(CSJ ~ 4)に分割し、それ

ぞれの面から単位時間あたりに流出する質址を求め

る。

まず、 (CS1)から単位時間あたりに流出する質泣

は

ICふpu・n1 dS1 = Lp(-u)dS1 =p(-u)A =-pQ 
CSヽ

・・・・・・・..式(22)

となり、 (CS3)から流出する質最は、

[ p(u十△u)・n3dS3 
cs, 

寸pu・n3dS3+fp△U"ll3dS3
cs、

=LpudS心，p（血）dS3

=puA+p血 A （△u＝舟心より）

o(p Q) 
=p Q+~dx . ・．． ．．． ． ． ．．． ．．．． ．．．．．． ．．． ． ．．．． ． ． ． ．．．．． ．．．．．．．．． ． ．．

ax 
式 (23)

となる。

(CS2)から流出する質址は、

L,pw'・n2dS2 =p(-w'sin0) ・ h・dx 
“‘ =-pqsin0dx=-pq＊心 ・ ・・・・ ・・・ ・ ・鴫•式 (24)

h: (CV)での水深

となる。

また、 (CS4)からの流出は 0より、

(CS)から単位時間あたりに流出する全質位は、式

(22)(23)(24)を加えたもので、

a 
i-:(p Q)dx-pq*dx--・・・・・--・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・--・・・--・・・・・武 (25)
ax 

と表される。

したがって、 (CV)に関する連続式は、

aA aQ — +— =q., --·····--······--································ 
at ax * 

式 (26)

となる。

土砂の連続式も同様にして次式を得ることができ

る。

a (z8•B) a q8•B + -（― ) ＝ ．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．..式 (27)
at ax 1-入 qBS 

ここに、

切 ：河床位、 入： 空隙率、 qB：掃流砂批、

qns :単位長さあたりの支川からの

流入土砂批

心•sin0

q：支川の単位幅流屈
q*:x方向の単位長さあたりの

支川からの流祉
q*= qsin0 

n,:(CS,)の法線ベクトル

水路幡 B

本川

(2)運動方程式

aIヽ
U＋ー ・心：流速ax 

I
 X

 

太線は(CS)

つぎに、式(20)の運動方程式につ

いて考える。

a 訊，pudV+ L,pu V・11dS=Fx 
CS 

・・・・・・•式 (20)

式 (20)の左辺第 1項は(CV)内の

全運動誠の時間的増加率を表すもの

であるので、

図4 一次元水路の概念囮
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a 
ー (puA心 ）．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．
aI 式 (28)-(CVの体積）

と書くことができる。

また、式(20)の左辺第 2項は(CS)から単位時間

あたりに流出するx方向の全運動最であるので、区1

-4の (CS)から流出する運動置を求める。

犀 4から同様に(CS)を(CS1~CS4)に分割し、それ

ぞれの面から単位時間当たりに流出する運動砿を求

める。

まず、 (CS1)から単位時間あたりに流出するx方

向の運動砿は

lc,.p1u1・111 dS=-puuA =-pQu 
cs、

………式(29)[ IIと，1,は逆方向］

とすると、 (CS3)から流出するx方向の運動屈は、

a 
pQu +~(p Qu)dx…..…..式(30)[ llとfl3は同方向］

ax: 

となる。

(CS2)からから流出するx方向の運動撒は、

Lp(w'cos0)~' ・ '!?dS2= -p w'cos0w'sin0・ h・ dx “'~ ＾ ＿ ̂.• _ -＿ • _ •. • . 

(-w•'slllO) =-pw'cos0q*dx·……•式 (31)

となる。(q*=qsin0,w'h=q) 

また、 (CS4)からの流出は 0より、 (CS)から単位時

間あたりに流出するx方向の全運動倣は、式(29X3o)

(31)を加えたもので、

f puv•ndS=主(pQu) dx-p w'cos0q＊心……式(32)
cs ax 

と表される。

つぎに、式(20)の右辺について考える。これは、

システムに作用する x方向の力の総和である。

太線 ：システム

/ I 
-P8がB

X 

図-5 システムに作用するX方向のカ

70 

2 
a, I 

＋ー (-pgがB)dxax 2 
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図ー4を側面から見たものが屈ー5であり、システ

ムに作用する力を示す。

g:重力加速度、

h:水深、 B：水路幅、 s：潤辺、 'TO :せん断力

n:マニングの粗度係数、 sino-=. tano-= i 

coso-=. 1 

図ー5より、 (CV)の底面に作用する x方向のせん

断力は

-To s心・ •・・・．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．． ． ．．．．．．．．．． ．． ．． ．．．．．．．．．．．．．．．·•式 (33)

であり、 (CS1) に作用する x方向の静水圧は

l 
2 

1 
-pgh Bcos a = -p gがB••………,...,· ••……… 式 (34)
2 2 

また、 (CS3)に作用する x方向の静水圧は

l-十pgh2B—嘉（点pgがB)叫cosa 

= ―十pgh2B―嘉（+pgh2B)心….. .••…………·•式 (35)

となる。

さらに、システムに作用する重力のx方向成分は、

pgA心 i・ • ・ • 9.．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．・ •式 (36)

となる。

したがって、システムに作用する全てのx方向のカ

は

pgA如—Tos心—長（+pgh治）dx·…….. .……•••式 （37)

となる。

また、

n2 u2 
To =pgRi,=pg R111 

........... .... ....................•式 (38)

A=RS・・・・・・・・・，．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．9●..式(39)

を用いると、

式(20)の(CV)に関する x方向の迎動方程式は

a a l 
- (Au)＋ー (Qu+-;;-gh治）＝q*w'cos0+gA(i古 ）
at ax 2 

・・・・・・・・•式(40) 

となる。

i:河床勾配、 ie：エネルギー勾配、 R ：径深

4 計算手法

山地河川を想定した流れの計算および河床変動計

坑は、跳水などの不連続帯が流れに存在し、従来の
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差分法を用いた計符では上流と射流に分けて計算す

る必要があり複雑で困難なものとなる

ここでは、常流 ・射流を含んだ造移断而 （不連続

面）をもつ流れの解析に使われるMacCormack法に

ついて紹介する。

つぎに、 Maccormack法の差分式を示す。

基礎式を

au aE 
—＋ー＝C
ax ax 

とする

切を格子点 (x=i心、 t=n△t)上のUの値と定義

するとMacCormack法は次のように離散化される。

・予測子段階

At 
uf=Ui--（E、+I-E、)＋AIC;-（Dm-Di)

△x. 

• 修正子段階

l At 叫万(U,＋岱）―云(Ef-E,ら)＋AcCf-(D、-D,-I)l

△l 
ここで、D;=K四＊；h；（Um-2U;＋Ui-l)--

△i1. 

U* ：摩擦述度、Kv:人工粘性係数

5 計算事例

コンクリートスリッ ト砂防ダムのスリット部の形

状がダム下流への流出土砂屈の時間的変化に与える

影響について計符を行った。

計算条件を以下に示す。計画洪水流飛約600吋／

S、水通し幅35m、河床勾配約 1/25、平均粒径約

5 cm、ダム高12m、ス リット形状は次の 2タイプを

変化させた。【スリッ ト高さ12m、幅10m】［スリッ

ト高さ12m、幅 5m] 

スリッ ト砂防ダムには、洪水の増水期に土砂の流

出を抑制し、洪水後半の減水期および、その後の複

数の中小出水で土砂を平滑化 して流出させる機能が

期待されている。

このような機能を十分に発揮させるためのスリッ

ト幅は、狭く深い形状の方が良いということが、こ

れまでの水理実験および数値シミュレーションによ

って明らかにされている。

スリッ ト幅の違いによる流出土砂舟の時間的変化

をMacCormack法により計符した結果を偲ー6に示

す。1つの洪水波形に対して、どちらのスリッ トタ

イプも、供給土砂批に比べて流出土砂のピークカッ

トおよび土砂流出のピークを遅らせる効果が確認で

きる。また、効果の程度はスリット幅の狭いタイプ

の方(5m)が、より大きな土砂祗調節効果を発揮し

ていることがわかる。

6.おわりに

今回紹介した計算手法は、水と土砂の流れに対す

る砂防構造物の影幣が大きい場合や、常流 ・射流の

混在するような流れ場の土砂水理特性を表現するの

に有効だといえる。しかし、数値シミュレーション

を行う際には、目的に合わせた境界条件およびメッ

シュサイズなどに関する検討を十分に行う必要があ

る。今後とも、水理実験結呆などとの比較およびモ

ニタリングにより、梢造物周辺に関する境界条件な

どの改良を行っていきたい。
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図-6 スリット幅の違いによる流出土砂の時間的変化
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